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1. Să se arate că dacă 𝐴 ∈ 𝑀2(𝐂), 𝐴 ≠ 𝑂2 și există un număr natural n, n>0 astfel încât 

𝐴𝑛 = 𝑂2 atunci 𝐴2 = 𝑂2. 
Soluție: 

Fie  𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ 𝑀2(𝐂), 𝐴 ≠ 𝑂2 

𝐴𝑛 = 𝑂2⇔𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑛) = 0 ⇔ 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0        (1) 

 

2p 

Cum 𝐴2 − (𝑎 + 𝑑) ∙ 𝐴 + 𝑑𝑒𝑡𝐴 ∙ 𝐼2 = 𝑂2
(1)
⇒ 𝐴2 = (𝑎 + 𝑑) ∙ 𝐴       (2) 

 

1p 

Se demonstrează prin inducție matematică egalitatea 𝐴𝑛 = (𝑎 + 𝑑)𝑛−1 ∙ 𝐴 

 

2p 

𝐴𝑛 = (𝑎 + 𝑑)𝑛−1 ∙ 𝐴
𝐴𝑛 = 𝑂2
𝐴 ≠ 𝑂2

| ⇒ 𝑎 + 𝑑 = 0
(2)
⇒ 𝐴2 = 𝑂2 

2p 

 

 

2. Se consideră funcția de gradul al doilea 𝑓: 𝐑 → 𝐑, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 cu 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝐑, 𝑎 ≠ 0 și matricele 𝐴 = (
𝑐 𝑏 𝑎
𝑎 𝑐 𝑏
𝑏 𝑎 𝑐

) ∈ 𝑀3(𝐑)și 𝐵 = (

1 1 1
1 𝑥1 𝑥2
1 𝑥1

2  𝑥2
2
) ∈ 𝑀3(𝐂), 

unde 𝑥1 și 𝑥2 sunt rădăcinile ecuației 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0. 

a) Să se arate că |𝑑𝑒𝑡(𝐵)| = 3√3 

b) Să se arate că 𝐴 ∙ 𝐵 = (

𝑓(1) 𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2)

𝑓(1) 𝑥1𝑓(𝑥1) 𝑥2𝑓(𝑥2)

𝑓(1) 𝑥1
2𝑓(𝑥1) 𝑥2

2𝑓(𝑥2)

) 

c) Să se arate că 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 dacă și numai dacă 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 sau 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

Soluție: 

a) Se calculează 𝑑𝑒𝑡(𝐵) = 3(𝑥2 − 𝑥1).  1p 



 Cum 𝑥1 și 𝑥2 sunt rădăcini complexe ale ecuației 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0, atunci |𝑑𝑒𝑡(𝐵)| =

|3(𝑥2 − 𝑥1)| = 3|𝑖√3| = 3√3 

 

1

p 

b) 

𝐴 ∙ 𝐵 = (

𝑐 + 𝑏 + 𝑎 𝑐 + 𝑏𝑥1 + 𝑎𝑥1
2 𝑐 + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝑥2

2

𝑎 + 𝑐 + 𝑏 𝑎 + 𝑐𝑥1 + 𝑏𝑥1
2 𝑎 + 𝑐𝑥2 + 𝑏𝑥2

2

𝑏 + 𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑎𝑥1 + 𝑐𝑥1
2 𝑏 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥2

2

) 

0,5p 

 Cum 𝑓(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 și deoarece 𝑥1
3 = 𝑥2

3 = 1

 

1p 

 

rezultă că 𝐴 ∙ 𝐵 = (

𝑓(1) 𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2)

𝑓(1) 𝑥1𝑓(𝑥1) 𝑥2𝑓(𝑥2)

𝑓(1) 𝑥1
2𝑓(𝑥1) 𝑥2

2𝑓(𝑥2)

) 

 

1p 

c) 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐) 0,5p 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 sau  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = 0 0,5p 

 Dar, 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = 0 ⇔
1

2
[(𝑎 − 𝑏)2 + (𝑏 − 𝑐)2 + (𝑎 − 𝑐)2] =

0 ⇔ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

1p 

 Așadar, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 dacă și numai dacă 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 sau 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 0,5p 

 

3. Se consideră funcția 𝑓: 𝐑 ∖ {−1, 0}  → 𝐑,  
 22 1

12






xx

x
xf . 

a) Să se determine asimptotele verticale ale graficului funcției  

b) 𝑔:𝑫 → 𝐑,𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑓(𝑥)), unde D este domeniul maxim de definiție la 

funcției g 

c) Să se calculeze       
2

...21lim
x

x
xfff 


 

d) Să se calculeze 
  20172017lim 13  



xf

x
x  

Soluție: 

a) Se impun condițiile de existență ale expresiei 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛[𝑓(𝑥)], 𝑥 ∈ 𝐑 ∖ {−1, 0}. 

𝑓(𝑥) > 0 ⇔ {
2𝑥 + 1 > 0
𝑥 ≠ 0

⇔ 𝑥 ∈ (−
1

2
, +∞) ∖ {0}. Astfel 𝑫 = (−

1

2
, +∞) ∖ {0}. 

0,5p 

 Căutăm asimptotele verticale calculând   





xg

x

x

2

1
  

2

1
lim , 

    







xgxg

x
x

x
x

0  
0

0  
0

limlim .  

1,5p 

 În aceste condiții dreptele de ecuații 𝑥 = −
1

2
 și 𝑥 = 0 sunt asimptote verticale ale 

graficului funcției g 

 

0,5p 

b) 
Deoarece 

   2222 1

11

1

12








xxxx

x
 

0,5p 



 
avem      

 21

1
1...21




x
xfff   

0,5p 

 

și în aceste condiții       
  ex

xfff
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x
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1

1

1
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1,5p 

c) 
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2p 

 

4.  

a)  Pentru ce valori n∈ ℕ*, are loc egalitatea 

lim
𝑥→0

sin 𝑥 + 2 sin 2𝑥 +⋯+ 𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥

𝑥 + 𝑥2
= 30 

            b) Să se calculeze: lim
𝑥→∞

𝑎√𝑥 + 1 + 𝑏√𝑥 + 2 + 𝑐√𝑥 + 3, discuție după 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ 

 

Soluție: 

a) lim
𝑥→0

sin𝑥+2 sin2𝑥+⋯+𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥

𝑥+𝑥2
= 1 + 22 +⋯+ 𝑛2 =

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
  (2p) 

 
  𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 =30 rezultă    n=4....................................................................................1p 

b) lim
x→∞

a√x + 1 + b√x + 2 + c√x + 3 = lim
𝑥→∞

√𝑥 (𝑎√1 +
1

𝑥
+ 𝑏√1 +

2

𝑥
+ 𝑐√1 +

3

𝑥
)= 

= (a+b+c)  L=  pentru a+b+c> 0; L=-  pentru a+b+c < 0; L= 0 pentru 

a+b+c=0.......................................................................................................................2p 

Dacă a+b+c=0 avem:L= lim
𝑛→∞

(𝑎 √𝑛 + 1 +b√𝑛 + 2 -a√𝑛 + 3 -b√𝑛 + 3 )= 

lim
𝑛→∞

(𝑎(√𝑛 + 1- √𝑛 + 3)+b(√𝑛 + 2 – √𝑛 + 3)=a lim
𝑛→∞

−2

√𝑛+1+√𝑛+3
 _b lim

𝑛→∞

−1

√𝑛+2+√𝑛+3
      

=0.................................................................................................................................2p 
 


